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基于对偶圆锥曲线的椭圆中心精确定位方法

辛　 睿， 武栓虎， 李爱娟
（烟台大学 计算机与控制工程学院， 山东 烟台 ２６４００５）

摘　 要： 圆模式平面标靶是最常用的标定工具之一，具有制造简单且对图像质量要求较低等优点。 由于镜头畸变和透视偏

差，圆模式平面标靶成像为椭圆。 精确提取图像中椭圆的真实中心位置是提高标定精度的关键。 针对该问题，提出了一种可

以精确估计椭圆特征的位置和参数的方法。 该方法基于对偶圆锥曲线，避免了直接利用标志点边界附近的原始梯度信息来

精确提取单个边缘点的中间阶段。 在模拟实验及真实实验中，对该方法进行了测试评估，并与其它估计方法进行了比较，证
明该方法抗噪性强，且具有较高的准确性。
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０　 引　 言

基于圆形模式的平面标靶是近十多年来普遍采

用的标定工具，由于与棋盘模式平面标靶［１］ 相比对

图像质量要求较低［２］，在工业上具有较好的应用价

值，广泛应用于三维重建、动态跟踪、机器人制导等

方面。
在圆模式平面标靶标定过程中，由于存在镜头

畸变和透视偏差，圆会投影成一个椭圆［２］。 椭圆可

以通过图像强度或其梯度进行估计，但是基于强度

的方法［３］ 对包括光源、反射等非均匀照明非常敏

感，而且算出的是准确的椭圆中心，不是真实的圆心

投影。 与之相比基于梯度的方法受不均匀照明的影

响较小，但往往需要精确提取亚像素级椭圆轮廓边

缘点，再将椭圆参数拟合到获得的点集［４－６］。 由于

该方法依赖于一组事先提取的轮廓点，轮廓点的异

常值会直接影响后续结果。 而且在低对比度图像

中，有时会遇到很难沿椭圆提取每一个轮廓点的情

况，会严重影响椭圆中心的提取。
针对以上问题，本文在研究圆模式识别方法的

基础上，提出一种直接利用椭圆轮廓附近的梯度矢

量场精确获取对偶圆锥曲线的椭圆中心的定位方

法。 该方法直接从包含特征的区域中计算出的图像

梯度估算椭圆中心特征的位置，避免了亚像素精度

的椭圆轮廓边缘点的提取，简化了椭圆参数获取过

程并可以进一步使用原始图像数据来评估恢复的椭

圆参数的不确定性。 此外，通过模拟实验和对比实

验评估该方法获得椭圆中心的精度、对环境噪声的

抵抗性，证明该方法是可以用在相机标定应用中的

高精度特征定位方法。
１　 基于对偶圆锥曲线的特征点估计方法

１．１　 对偶圆锥曲线基本性质

椭圆轮廓通常由二次曲线进行描述，在欧氏几



何中，二次曲线有 ３ 种主要类型：双曲线、椭圆和抛

物线。 在经典理论中，这 ３ 类曲线是不同方向的平

面截二次锥面相得到的曲线，也称为圆锥曲线［７］。
在非齐次坐标中，设 ｐ ＝ ｘ，ｙ[ ] Ｔ 为圆锥曲线上的点，
则圆锥曲线方程为：

ａｘ２ ＋ ｂｘｙ ＋ ｃｙ２ ＋ ｄｘ ＋ ｅｙ ＋ ｆ ＝ ０， （１）
　 　 其中， α ＝ ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ， ｆ[ ] Ｔ 为圆锥曲线的系数，
该方程可表示为矩阵形式，圆锥曲线系数矩阵为 Ｃ：

ｐＴＣｐ ＝ ０， （２）
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　 　 设线 ｌ ＝ α，β，γ[ ] Ｔ， 由射影几何中对偶原理，
齐次点和线的基本结合方程是对称的。 则点圆锥曲

线 Ｃ 有一个线圆锥曲线 Ｃ∗ 与之对应，称为对偶圆

锥曲线、也称作圆锥曲线的包络［７］（如图 １ 所示），
圆锥曲线 Ｃ∗ 的所有切线 ｌ 均满足：

ｌＴＣ∗ ｌ ＝ ０． （４）
　 　 其中，对偶圆锥曲线系数矩阵 Ｃ∗ 为：

Ｃ∗ ＝
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（ａ） 满足 ｐＴＣｐ ＝ ０ 的点 ｐ 在一条点圆锥曲线上

（ａ） Ａ ｐｏｉｎｔ ｃｏｎｉｃ ｃｕｒｖｅ ｗｈｏｓｅ ｐｏｉｎｔｓ ｓａｔｉｓｆｙ ｐＴＣｐ ＝ ０

（ｂ） 满足 ｌＴＣ∗ ｌ ＝ ０ 的直线 ｌ 是点圆锥曲线的切线

（ｂ） Ｔｈｅ ｔａｎｇｅｎｔ ｓｅｔ ｌ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ ｃｏｎｉｃ ｃｕｒｖｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｌＴＣ∗ ｌ ＝ ０
图 １　 圆锥曲线与对偶圆锥曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｉｃ ｃｕｒｖｅ ｖｓ ｄｕａｌ ｃｏｎｉｃ ｃｕｒｖｅ

　 　 值得一提的是，设线 ｌ 的极点为 ｐ０， 则线 ｌ 的极

点可以由 ｐ０ ＝ Ｃ∗ ｌ 获得。 设无穷远线 ｌ¥ 的极点为

ｐ¥， 那么对偶圆锥曲线的中心 ｅｃ ＝ ｕｃ，ｖｃ( ) Ｔ， 就是

对偶圆锥曲线无穷远线的极点 ｐ¥。 可以由 ｐ¥
＝

Ｃ∗ ｌ 获得［８］，具体公式如下：
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Ｔ
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　 　 其中， ξ 为比例系数， ｌ∞ 为无穷远线。 由该公

式可知，只要求得对偶圆锥曲线参数就可以直接获

得标志点中心坐标。 对偶圆锥曲线参数的求取首先

需要获得一组切线方程，然后通过给定一组切线集

合利用最小二乘法［９］ 进行对偶圆锥曲线参数的估

计。 接下来对切线方程组的获取进行说明。
１．２　 基于梯度图像的切线估计方法

求取对偶圆锥曲线首先需要获取切线方程组，
切线方程组可以通过求取给定图像的梯度获得。 实

际上，特征边缘的相邻区域内的像素处的梯度提供

了穿过像素中心的法线方向。 根据法线和梯度的性

质：法线方向垂直于切线方向，可以根据法线求得切

线；梯度强的地方（特征边缘）才存在切线，梯度为

零的地方切线不存在。 在法线不存在但切线存在

时，设切线斜率为 ０，再根据具体像素点确定切线方

程。
研究中，将筛选出包含椭圆特征的区域，从包含

特征的区域中通过 Ｓｃｈａｒｒ 滤波器［１０］ 的方式计算出

图像梯度。 设点 ｐ ＝ ｘ，ｙ[ ] Ｔ 的梯度为 ÑＧ ＝
Ｇｘ，Ｇｙ[ ] Ｔ， 图 ２（ａ）的符号表示一个 ３ × ３ 区域内图

像点的灰度。 通过使用图 ２（ａ）中的 ３ × ３ 模板以及

图 ２（ｂ）、图 ２（ｃ）中的 Ｓｃｈａｒｒ 算子［１０］，以 ｚ５ 为中心

的一个 ３ × ３ 邻域对 Ｇｘ 和 Ｇｙ 的近似如下式所示：
Ｇｘ ＝ ３ｚ７ ＋ １０ｚ８ ＋ ３ｚ９( ) － ３ｚ１ ＋ １０ｚ２ ＋ ３ｚ３( ) ， （７）
Ｇｙ ＝ ３ｚ３ ＋ １０ｚ６ ＋ ３ｚ９( ) － ３ｚ１ ＋ １０ｚ４ ＋ ３ｚ７( ) ， （８）
　 　 通过 Ｓｃｈａｒｒ 滤波器可以快速得到椭圆轮廓附近

的图像梯度，也可以选择其他滤波器进行图像梯度

的获取。 当 ｐ ＝ ｘ，ｙ[ ] Ｔ 的图像梯度 ÑＧ ＝ Ｇｘ，Ｇｙ[ ] Ｔ

不为零时，可以定义通过像素中心的线的法线方向

（法线方向垂直于切线方向），得到切线方程 ｌ：
ｌ ＝ λ Ｇｘ，Ｇｙ， － ÑＧＴｐ[ ] Ｔ ． （９）

　 　 其中， λ 为任意比例系数。 通过求取椭圆轮廓

附近所有的图像梯度，可以获得该椭圆图像的切线

集合。
１．３　 对偶圆锥曲线参数估计方法

通过求取的一组切线集合 ｌｉ， ｉ 为切线的下标，
ｉ ≥ ５。 对偶圆锥曲线参数可以通过最小二乘法［９］

进 行估计。设切线 ｌｉ ＝ ｘｉ，ｙｉ，ｋｉ[ ] ，用公式（ １０）作
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图 ２　 Ｓｃｈａｒｒ 滤波器滤波系数

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈａｒｒ ｆｉｌｔｅｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

为近似拟合函数，在对偶圆锥曲线中加入约束 Ａ ＝
１， 则：
ｘ２
ｉ ＋ Ｂ∗ｘｉｙｉ ＋ Ｃ∗ｙ２

ｉ ＋ Ｄ∗ｘｉｋｉ ＋ Ｅ∗ｙｉｋｉ ＋ Ｆ∗ｋ２
ｉ ＝ ０，
（１０）

Ｑ（Ｂ∗，Ｃ∗，Ｄ∗，Ｅ∗，Ｆ∗） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ２

ｉ ＋ Ｂ∗ｘｉｙｉ ＋ Ｃ∗ｙ２
ｉ ＋

Ｄ∗ｘｉｋｉ ＋ Ｅ∗ｙｉｋｉ ＋ Ｆ∗ｋ２
ｉ ）２， （１１）

使均方误差、即式（１１）最小，则设
∂Ｑ
∂Ｂ∗
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＝ ∂Ｑ
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＝ ０，可得矩阵方程（１２） 为：
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， （１２）

　 　 可由方程（１２）解得：
ω ＝ Ｂ∗，Ｃ∗，Ｄ∗，Ｅ∗，Ｆ∗[ ] Ｔ ．

　 　 由于 Ｄ∗，Ｅ∗，Ｆ∗ 与 Ｄ，Ｅ，Ｆ 只相差一个比例系

数 Ａ 。 对公式（９）结果不产生影响，可由公式（６）求
得对偶圆锥曲线中心。
１．４　 算法步骤

本文提出的基于对偶圆锥曲线的椭圆中心精确

定位方法的具体步骤如下：
（１）对图像进行预处理。 灰度化，均值滤波，再

对图像进行二值化。
（２）通过 １．２ 节方法提取二值图像梯度图像，筛

选出包含椭圆特征的区域。
（３）利用梯度图像上保留的轮廓法线信息通过

１．２ 节方法获得椭圆边缘的切线集合。
（４）通过 １．３ 节方法提取出每一幅图片中的所

有对偶圆锥曲线中心。
２　 实验与结果

实验的目的是要验证，无需亚像素精度的标志点

轮廓边缘点的提取，通过本文提出的对偶圆锥曲线方

法就可获得较为精确的标靶圆心对应特征点。 进行

了模拟噪声实验，验证该方法受环境噪声影响较小。
在实际环境中，由于透视偏差以及镜头畸变，圆

经过相机模型进行投影会变成一个椭圆，如图 ３（ａ）
所示，半径为 ２．２ ｃｍ 的圆型标志点经过透视投影到

图像上，变成了一个椭圆，如图 ３（ｂ）所示。 本文通

过文献［１］中相机模型模拟了该过程，并生成了 ２００
幅不同的椭圆图像，图 ３（ｃ）为部分成像。 首先在世

界坐标系创建一个圆，通过设定圆的半径可以改变

圆 的 大 小， 通 过 让 旋 转 角 度 的 弧 度 值 在

－ π
２
，π
２

é

ë
êê

ù

û
úú 的范围内分别随机变化生成不同的椭

圆图像，圆的圆心投影进行记录用以误差分析。
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(a)Circulartargetimaging (b)Imagingellipse

(a)圆形标靶成像 (b)成像椭圆

(c)Simulatedgenerationofellipticalimages
(c)模拟生成椭圆图像

图 ３　 实验图像

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｉｍａｇｅ

　 　 在本实验中，为了检测本文方法的准确性，在不

添加任何噪声的情况下，使用本文方法对 ２００ 幅图

像进行椭圆真实中心的识别，并与真值椭圆中心进

行比较算出椭圆中心的相对误差。 同时也对质心

法，点心法进行了实验对比，实验结果见表 １。 由表

１ 可知，本文方法取得了较为理想的效果。 接下来，
图像被加性高斯噪声污染，标准偏差从 σｎ ＝ ２％， 增

加到图像动态范围的 ５％。 对于每一个噪声水平，
在 ２００ 个不同的单个椭圆图像上评估椭圆位置的平

均误差。
表 １　 实验结果对比

Ｔａｂ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｐｉｘｅｌ

Method

σn=0% σn=2% σn=5%

Theproposed

Centroid

PointEllipse

0.0063421

0.0095148

0.0099324

0.0076249

0.0114364

0.0109561

0.0095374

0.0128733

0.0116437

Meanerror

　 　 实验结果表明，在不添加任何噪声的情况下，质
心法和点心法直接获得的是椭圆中心，而对偶圆锥

曲线方法更接近于真实的中心投影。 但是由于质心

法在特征的所有像素上取平均值，因此具有很强的

抗噪能力，而对偶圆锥曲线的方法随着噪声的增加，
对梯度方向的估计变得不太精确，在 σｎ ＝ ５％ 与点

心法有了相似的精度，可以通过改进梯度值的估计

来提高本文方法的精度。 最后，表 １ 证实了这 ３ 种

方法精度都在 ０．１ｐｉｘｅｌ 左右，具有较高的精度和抗

噪性能。
３　 结束语

特征点精确估计是相机标定过程中非常重要的

部分。 圆模式平面标靶是一常用的相机标定工具，
相对棋盘标靶，具有制造容易、特征点恢复受光照和

噪声的影响较小的特点。 但由于环境噪声和像素化

的影响，直接利用提取的椭圆轮廓往往会产生一些

误差，从而降低了标定精度。 本文提出了一种基于

对偶圆锥曲线获取标志点中心的标定方法，直接利

用标志点边界附近的原始梯度信息，避免了不精确

边缘点集的提取，在对抗噪声方面具有一定优势，并
且直接应用最小二乘法计算对偶圆锥曲线中心，可
以简化获取椭圆真实中心的步骤的同时避免了部分

噪声点的干扰，具有较好的应用价值。
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