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基于马尔科夫奖励过程的牵引系统可靠性评估

李小波， 褚　 敏， 陆朱剑， 程岳梅， 田世贺
（上海工程技术大学 城市轨道交通学院， 上海 ２０１６２０）

摘　 要： 针对地铁列车牵引系统可靠性问题，提出一种层次分析法和马尔科夫奖励过程相结合的牵引系统可靠性评估方法。
利用层次分析法确定牵引系统模块层的可靠性评价指标，并计算综合权重，确定各模块层进入不同状态的奖励系数，采用马

尔科夫奖励过程考虑不同衰减系数下系统可靠性的变化，建立了牵引系统可靠性评估模型。 该模型对地铁列车牵引系统的

可靠性评估及制定维修维护策略具有重要的参考价值。
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０　 引　 言

地铁列车牵引系统是保证地铁安全可靠运行的

关键系统，对牵引系统的可靠性评估有利于提高地

铁的安全性能，改进安全维修周期，节约人力物力成

本。 赵峰等人［１］ 通过对动车组列车牵引传动系统

分层分析，以组合赋权法计算指标层组合权重，最终

采用模糊灰色聚类法完成了对系统的健康状态评

估；曹茜等人［２］根据 ＣＲＨ３ 型动车组的运行历史数

据，结合蒙特卡罗模拟－元胞自动机（ＭＣＳ－ＣＡ）算

法，分析计算了牵引传动系统不同状态下的可用度

变化；孟辉苓等人［３］分析对比系统关键器件不同的

故障机理从而得到牵引逆变系统的可靠性逻辑表达

式，建立了城轨列车牵引逆变系统的可靠性评估模

型；宋永丰等人［４］通过分析牵引传动系统各部件对

系统的影响程度及可靠性逻辑关系，建立了牵引传

动系统的可靠性模型，并采用专家评分分配法对各

部分完成了可靠性分配，对地铁列车牵引系统的可

靠性评估有参考意义；赵琼［５］ 采用故障树分析法对

牵引供电系统接触网开展了定性和定量分析，并结

合马尔科夫模型考虑维修因素对接触网系统进行可

靠性分配；郑彦涛［６］ 从系统检修的角度，考虑系统

设备的重要度对动车组系统功能进行层次分析，建
立了列车系统维修可靠性模型。

既有文献在进行牵引系统可靠性评估时未全面

考虑各子系统对整个系统的影响程度，不同子系统

权重不同，对于整个系统的状态评估影响不同。 因

此，本文通过对牵引系统进行层次分析确定系统的

可靠性评估指标，并计算不同子系统对于牵引系统

的组合权重，进而确定进入故障状态的奖励系数，采
用马尔科夫奖励过程分析牵引系统考虑不同衰减系

数，建立了地铁列车牵引系统可靠性评估模型。
１　 基本理论

１．１　 系统可靠性

可靠性是指在规定条件下和规定时间内完成规

定功能的能力，是系统综合性能的体现。 维修可靠

性参量主要有可靠度、故障率、修复率、可靠寿命、失
效前平均工作时间等，本文在建立牵引系统可靠性

评估模型时主要用到故障率以及修复率两个可靠性



参量。
故障率是指工作到某时刻 ｔ 时尚未发生故障的

产品，在 ｔ 时刻以后的下一个单位时间内发生故障

的概率，也称失效率。 记为 λ（ ｔ）；λ（ ｔ） 的数学定义

可表示为：

λ（ ｔ） ＝ Δｎ（ ｔ）
Ｒ（ ｔ）Δｔ

， （１）

　 　 其中， Δｎ（ ｔ） 指到 ｔ 时刻为止处于故障状态的

产品数， Ｒ（ ｔ） 指起始时刻处于工作状态的产品数。
　 　 修复率是指维修时间已达到某一时刻 ｔ 但尚未

修复的产品，在 ｔ 时刻后的下一个单位时间内完成

修复的概率［７］， 记为 μ（ ｔ）。 μ（ ｔ） 的数学定义可表

示为：

μ（ ｔ） ＝ ΔＭ（ ｔ）
Ｇ（ ｔ）Δｔ

． （２）

　 　 其中， ΔＭ（ ｔ） 表示到 ｔ 时刻为止被修复的产品

数， Ｇ（ ｔ） 指从起始时刻处于故障状态及到 ｔ 时刻为

止新发生故障的产品数之和。
１．２　 层次分析法

层次分析法的基本思想是将复杂系统划分成多

个子系统、归结为多个影响因素，并将相同子系统的

每一个影响因素相互对比、判断和计算以得到不同

子系统对于整个系统的权重，给系统状态分析提供

参考。 具体实施步骤如下：
步骤 １　 将目标系统分层分析构建出系统结构

模型，并将其影响因素作为指标层，自底而上分析系

统性能。
步骤 ２　 判断指标层每个因素之间的相对重要

性，比例标度法取值及定义见表 １，由此构造出判断

矩阵 Ｒ。
表 １　 比例标度法取值及定义

Ｔａｂ． １　 Ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｖａｌｕｅ ａｎｄ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ

标度 ａｉｊ 定义

１ ｉｊ 两个指标相同重要

３ ｉ 指标比 ｊ 指标重要一点

５ ｉ 指标比 ｊ 指标较为重要

７ ｉ 指标比 ｊ 指标重要很多

９ ｉ 指标比 ｊ 指标极度重要

２，４，６，８ ｉｊ 两个指标重要性介于两相邻标度之间

　 　 步骤 ３　 采用公式 ＣＲ ＝ ＣＩ ／ ＲＩ 对判断矩阵 Ｒ进

行随机一致性检验。 其中，ＣＲ为判断矩阵 Ｒ的一致

性比率，ＣＩ为一致性指标， ＣＩ ＝ （λｍａｘ － ｎ） ／ （ｎ － １），
ＲＩ表示其平均一致性指标，多阶成对比较矩阵 ＲＩ的
取值见表 ２。 由表 ２ 判断 ＲＩ 的取值。

表 ２　 多阶成对比较矩阵 ＲＩ的取值

Ｔａｂ． ２　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ－ｏｒｄｅｒ ｐａｉｒｗｉｓｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｍａｔｒｉｘ
ＲＩ

Ｎ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８
ＲＩ ０ ０ ０．５８ ０．９ １．１２ １．２４ １．３２ １．４１

　 　 步骤 ４　 自适应满足步骤 ３ 一致性检验后，由
公式 ＲＺ ＝ λｍａｘＺ 求解组合权重，其中 λｍａｘ 表示 Ｒ 的

最大特征根，Ｚ 为 λｍａｘ 的对应特征向量。
　 　 当 ｎ ≥ ３ 且 ０ ＜ ＣＲ ＜ ０．１ 时，表明各模块所对

应的权重比较合适。 否则对标度重新取值进行计

算，直到满足要求。 所得权重矩阵为 ｚ ＝ ［ｂ１，ｂ２，…，
ｂｍ］， 利用指标评判法最大隶属度原则中的阈值原

则法确定综合权重 ａ， 此时需用到如下数学公式：

ａ ＝ ｍβ － １
２γ（ｍ － １）

， （３）

　 　 其中，

β ＝ ｍａｘ（ｂ ｊ） ＝ ｍａｘ
１≤ｊ≤ｍ

ｂ ｊ{ } ／∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｂ ｊ， γ ＝ ｓｅｃ

１≤ｊ≤ｍ
ｂ ｊ{ } ／∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ．

（４）
１．３　 马尔科夫奖励过程

设 Ｘ（ ｔ），ｔ ⩾ ０{ } 表示在评估系统时取值在有

限个系统状态集 Ｓ ＝ ０，１，…{ } 上的一个随机过程，
其中 Ｘ（ ｔ） 表示系统在 ｔ 时刻所表现出的状态。 若

对于在任意自然数 ｎ 以及任意时刻点 ０ ≤ ｔ１ ＜
ｔ２ ＜… ＜ ｔｎ， 均有 Ｐ｛ｘ（ ｔｎ） ＝ ｉｎ ｜ Ｘ（ ｔ１） ＝ ｉ１，Ｘ（ ｔ２） ＝
ｉ２，…，Ｘ（ ｔｎ－１） ＝ ｉｎ－１｝ ＝ Ｐ｛Ｘ（ ｔｎ） ＝ ｉｎ ｜ Ｘ（ ｔｎ－１） ＝
ｉｎ－１｝， ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ ∈ Ｓ， 则称 Ｘ（ ｔ），ｔ ≥ ０{ } 为离散

状态空间 Ｓ 上的连续时间马尔科夫过程［８］。 为表达

两状态间的转移概率，定义 Ｐｉｊ 为 ｔ 时刻系统从 ｊ 状态

转移至 ｉ 状态的转移概率。 其数学运算公式可写为：
Ｐ Ｘ（ ｔｋ＋１ ＝ ｊ） ｜ Ｘ（ ｔｋ＋１ ＝ ｉ）[ ] ＝ Ｐ ｉｊ， （５）

　 　 考虑到进入不同系统状态的影响，在马尔科夫

过程的基础上增加状态奖励Ｍｓ 和衰减系数 γ。 Ｇ ｔ 表

示整个马尔科夫奖励过程从时刻 ｔ 开始所有奖励并

带有衰减的总和。 研究推得其数学公式为：

Ｇ ｔ ＝ Ｍｔ ＋１ ＋ γＭｔ ＋２ ＋ … ＝ ∑
¥

ｋ ＝ ０
γｋＭｔ ＋ｋ＋１， （６）

　 　 Ｍｓ ＝ Ｅ Ｍｔ ＋１ ｜ Ｓｔ ＝ Ｓ{ } 表示在 ｛Ｘ（ ｔ），ｔ≥０｝ 状

态下某时刻 ｔ 处进入下一个时刻 ｔ ＋ １ 能获得的期

望奖励。 其中，衰减系数 γ ∈ ０，１[ ] 表示之后的奖

励在当前状态的价值比例，在 ｔ ＋ １ 时刻获得的奖励

Ｍ在 ｔ 时刻的体现出的价值 γ ｋＭ， 价值评估函数 ｖ（ ｓ）
给出了某一状态的价值，其公式即如式（７）所示：

ｖ（ ｓ） ＝ Ｅ［Ｇ ｔ ｜ Ｓｔ ＝ ｓ］ ＝
Ｅ［Ｍｔ ＋１ ＋ γＭｔ ＋２ ＋ γ ２Ｍｔ ＋３ ＋ … ｜ Ｓｔ ＝ ｓ］ ＝

０９ 智　 能　 计　 算　 机　 与　 应　 用　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 １０ 卷　



Ｅ［Ｍｔ ＋１ ＋ γ（Ｍｔ ＋２ ＋ γＭｔ ＋３ ＋ …） ｜ Ｓｔ ＝ ｓ］ ＝
Ｅ［Ｍｔ ＋１ ＋ γＧ ｔ ＋１ ｜ Ｓｔ ＝ ｓ］ ＝
Ｅ［Ｍｔ ＋１ ＋ γｖ（Ｓｔ ＋１） ｜ Ｓｔ ＝ ｓ］， （７）

用 ｓ′ 表示 ｓ 状态下一时刻的任何可能的状态，
则价值评估方程表达为：

ｖ（ ｓ） ＝ Ｍｓ ＋ γ∑
ｓ′∈Ｓ

Ｐｓｓ′ｖ（ ｓ′）， （８）

　 　 研究可知， ｖ ＝ Ｍ ＋ γＰｖ 经变换后得到：
ｖ ＝ （１ － γＰ） －１Ｍ． （９）

　 　 在对系统进行价值评估时，必须确定不同状态

的奖励系数以及衰减系数。 在确定奖励系数时容易

受到主观判断的影响，不合理的奖励系数会使得评

估系统价值的结果产生很大误差，故将 １．２ 节中所

求综合权重 ａ 作为奖励系数。 若衰减系数 γ 接近

０，表明本次为近似性评估， γ 愈靠近 １，则表明偏重

考虑远期的利益。 因此分别选取 ０．２，０．５，０．９ 作为

衰减系数从不同角度考虑评估系统价值。
２　 牵引系统可靠性评估模型

２．１　 可靠性指标计算

地铁列车牵引系统可分为受电弓模块、断路器

模块、牵引逆变模块、牵引电机模块以及控制模块等

５ 个模块。 其中，受电弓模块故障形式主要有升降

弓机械故障以及电机损坏、绝缘子失效、碳滑板磨损

到限等；断路器模块故障形式主要有辅助触点故障、
控制线圈烧损故障、机械结构故障等；牵引逆变模块

故障形式主要是二极管击穿导致 ＩＧＢＴ 损坏；牵引

电机模块故障形式主要有电机速度传感器故障、电
机损坏不能运行等；控制模块故障形式主要有软件

缺陷、电气零部件老化或质量问题造成的故障；在处

理故障数据时以上述故障形式为基准计算各模块的

故障率以及修复率。
２．２　 牵引系统的可靠性层次分析

利用层次分析法对地铁列车牵引系统进行分析

时，考虑到各模块的元件十分复杂并大都相互关联，
如果采用元器件级的评价指标进行系统可靠性评

估，会使得整个系统的可靠性评估过程冗长且不准

确。 故从各个模块的工作环境、重要程度、复杂程度

以及技术成熟程度等方面综合评估系统的可靠性，
共分为系统层、模块层以及指标层三层。 地铁列车

牵引系统分层建模分析结构图如图 １ 所示。 由图 １
可知，系统层用于表达系统状态，模块层为系统各模

块的状态评估，指标层考虑不同模块的组成特性、运
行环境等确定评价指标。 自底向上逐层分析，确定

各模块对于牵引系统的权重值，即奖励系数 Ｍ。
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图 １　 地铁列车牵引系统分层分析结构图

Ｆｉｇ． １ 　 Ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｕｂｗａｙ ｔｒａｉｎ
ｔｒａｃｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

２．３　 马尔科夫奖励过程可靠性评估

将地铁列车牵引系统看作是一个可修复系统，
Ｓ０ 表示牵引系统正常状态，Ｓ１ 表示受电弓模块故障

状态，Ｓ２ 表示断路器模块故障状态，Ｓ３ 表示牵引逆

变模块故障状态，Ｓ４ 表示牵引电机模块故障状态，Ｓ５

表示控制模块故障状态。 为确保评估准确合理，假
设牵引系统及其子模块寿命状态均服从指数分

布［８］，为确保正确建立可靠性评估模型，各模块相

互独立并只在正常和故障两个状态之间切换，且系

统及各模块不会发生两个及以上的状态转移，各模

块的故障率 λ 及修复率 μ 都为常数。 这里令 λ１，
λ２，λ３，λ４，λ５ 依次为受电弓模块、断路器模块、牵引

逆变模块、电机模块、控制模块的故障率， μ１，μ２，μ３，
μ４，μ５ 依次为受电弓模块、断路器模块、牵引逆变模

块、电机模块、控制模块的修复率， １ － ∑
５

ｉ ＝ １
λ ｉΔｔ 为牵

引系统修复失败的概率， Ｍ０，Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３，Ｍ４，Ｍ５ 依

次为牵引系统、受电弓模块、断路器模块、牵引逆变

模块、电机模块、控制模块进入当前状态的奖励系

数， λ ｉΔｔ 表示 ｉ 模块在 Δｔ 时间内发生故障的概率，
μｉΔｔ 表示 ｉ 模块在 Δｔ 时间内修复成功的概率， １ －
μｉΔｔ 表示 ｉ模块在 Δｔ时间内修复失败的概率。 由此

建立牵引系统马尔科夫状态转移模型如图 ２ 所示。
　 　 根据系统状态转移图求解状态转移概率方程组：

Ｐ０（ ｔ ＋ Δｔ） ＝ （１ － ∑
５

ｉ ＝ １
λ ｉΔｔ）Ｐ０（ ｔ） ＋ ∑

５

ｉ ＝ １
μｉΔｔＰ ｉ（ ｔ）；

Ｐ１（ ｔ ＋ Δｔ） ＝ λ１ΔｔＰ０（ ｔ） ＋ （１ － μ１Δｔ）Ｐ１（ ｔ）；
Ｐ２（ ｔ ＋ Δｔ） ＝ λ２ΔｔＰ０（ ｔ） ＋ （１ － μ２Δｔ）Ｐ２（ ｔ）；
Ｐ３（ ｔ ＋ Δｔ） ＝ λ３ΔｔＰ０（ ｔ） ＋ （１ － μ３Δｔ）Ｐ３（ ｔ）；
Ｐ４（ ｔ ＋ Δｔ） ＝ λ４ΔｔＰ０（ ｔ） ＋ （１ － μ４Δｔ）Ｐ４（ ｔ）；
Ｐ５（ ｔ ＋ Δｔ） ＝ λ５ΔｔＰ０（ ｔ） ＋ （１ － μ５Δｔ）Ｐ５（ ｔ） ．

（１０）
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图 ２　 牵引系统马尔科夫状态转移模型
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　 　 为了求得稳态概率，令 Δｔ→０，得到线性方程组

矩阵为：

　

０
０
０
０
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

－ ∑
５

ｉ ＝ １
λ ｉ μ１ μ１ μ１ μ１ μ１

λ１ μ１ ０ ０ ０ ０
λ１ ０ μ１ ０ ０ ０
λ１ ０ ０ μ１ ０ ０
λ１ ０ ０ ０ μ１ ０
λ１ ０ ０ ０ ０ μ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

·
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ê
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ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù
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ú

且 ∑Ｐ ｉ ＝ １， （１１）

求得：

Ｐ０ ＝ （１ ＋∑
５

ｉ ＝ １

λｉ

μｉ
）

－１

， Ｐｉ ＝
λｉ

μｉ
Ｐ０，ｉ ＝ １，２，３，４，５， （１２）

　 　 结合公式（９）得到牵引系统的稳态可靠度，即：

Ａ ＝ ｖ（０） ＝ （１ － γ （１ ＋ ∑
５

ｉ ＝ １

λ ｉ

μｉ
）

－１

）
－１

Ｍ０ ． （１３）

３　 实例分析

３．１　 可靠性评估参数的确定

牵引系统是一个极其复杂的系统，在分析系统

可靠性时，考虑系统各模块的复杂程度、重要程度、
技术成熟程度、工作环境来自底向上分析整个系统

的可靠性。 根据文献［４］得到表 ３，以表 ３ 的数据为

参考构建判断矩阵来进行层次分析。
表 ３　 可靠性评估指标

Ｔａｂ． ３　 Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ ｉｎｄｉｃａｔｏｒ

模块名称 复杂程度 重要程度 技术成熟程度 工作环境

受电弓模块 ７ ４ ７ ８
断路器模块 ３ ４ ５ ６

牵引逆变模块 ７ ５ ６ ４
牵引电机模块 ３ ４ ３ ５

控制模块 ８ ４ ７ ４

　 　 构建判断矩阵时，对受电弓模块而言，可得：

Ｒ ＝

１ ４ １ １ ／ ２
１ ／ ４ １ １ ／ ４ １ ／ ５
１ ４ １ １ ／ ２
２ ５ ２ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

求解 Ｒ的最大特征值 λｍａｘ ＝ ４．０２７ ７， ＣＩ ＝ ０．００９ ２。
检验计算得 ＣＲ ＝ ０．００１ 满足要求，所以相应的

权重值就是对应的特征向量。 研究得到：
ｚ１ ＝ ０．４３５ ２，０．１２３ ３，０．４３５ ２，０．７７８ ５[ ] ，

同理求得：
ｚ２ ＝ ０．１６６ １，０．２７８ ７，０．４８２ ６，０．８１３ ５[ ] ，
ｚ３ ＝ ０．８１３ ５，０．２７８ ７，０．４８２ ６，０．１６６ １[ ] ，
ｚ４ ＝ ０．２５０ ５，０．４６７ ４，０．２５０ ５，０．８０９ ９[ ] ，

ｚ５ ＝ ０．８２７ ３，０．１４６，０．５２２ ４，０．１４６[ ]

　 　 根据式（３）计算得到：
ａ１ ＝ ０．５，ａ２ ＝ ０．５，ａ３ ＝ － ０．６，ａ４ ＝ ０．５，ａ５ ＝ ０．５，

即：
ｚ０ ＝ ［０．５，０．５， － ０．６，０．５，０．５］，

最终计算可得 ａ０ ＝ ０．２， 即 Ｍ０ ＝ ０．２。
３．２　 可靠性评估

以某地铁线路 ＡＣ 车型 ２０１５ 年列车故障数据

作为参考，考虑不同时期的系统可靠性变换，分别设

γ ＝ ０．２ ／ ０．５ ／ ０．９ 对应从短期、中期、长期的角度评估

牵引系统可靠性变化趋势。 牵引系统可靠度评估对

比结果如图 ３ 所示。
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图 ３　 牵引系统可靠度对比图
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　 　 不难看出，不同考虑角度的系统可靠度下降趋

势一致，考虑长期系统状态可靠度下降较前两种缓

和一些，３ 种时期系统可靠度都在 ３０ 天后下降趋于

平缓。 对比 ３ 种曲线，为确保行车安全，应选择考虑

短期利益的近似性评估作为检修计划的参考标准，
当系统可用度降低到 ０．９ 时作为检修阈值，对应图 ３
得到：当可用度降低到 ０．９ 时为 ３．５ 天，故针对该线

路牵引系统的故障数据，应设立检修周期为 ３ 天作

为牵引系统检修计划制定的参考。
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