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超冗余移动机械臂逆运动学快速求解的两种方法比较

马　 影， 陈　 丽， 高其远， 邓宇翔

（上海工程技术大学 航空运输学院， 上海 ２０１６２０）

摘　 要： 超冗余移动机械臂的逆运动学求解一直是机器人领域研究的热点，特别是逆运动学求解过程中导致的计算量大、机
械臂的位形偏移量大及能耗大等问题还未得到有效解决。 因此本文给出基于几何方法的超冗余机械臂逆运动学快速求解算

法，并分析了两种关节位置更新策略的能耗。 第一种关节位置更新策略为“关节落在连线上”，即更新后的关节位置落在该关

节的目标点和与其相连的前一个关节的连线上；第二种关节位置更新策略为“关节落在轴线上”，即更新后的关节位置落在前

一时刻的该关节和与其相连的前一个关节的轴线上。 从运动过程中关节跟踪角度变化范围多少出发，比较超冗余移动机械

臂在这 ２ 种关节更新策略下运动特点。 实验结果显示，方法 １ 具有关节移动范围小，移动距离短的特点。 方法 ２ 具有各个关

节都有相似的运动轨迹，机械臂的末端跟随效果好的特点。
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０　 引　 言

超冗余移动机械臂是由杆件、关节、末端执行器

组成的互相连接互相依赖的运动机构［１］。 相对于

固定机械臂而言，超冗余移动机械臂具有作业范围

大、灵活性高和广阔的应用前景［２－３］。 因此移动机

械臂广泛应用在搬运、焊接、灾后救援、探测、等恶劣

环境中［４］。 但是对于冗余型移动机械臂而言，逆运

动学求解计算量大且不唯一、机械臂运动位形偏移

量大、逆解求解速度缓慢等是需要攻克的难题［５－６］。
近年来，求解机械臂逆解的方法主要有数值迭

代法［７－８］、智能算法。 目前，也相继涌现出一系列的

研究成果。 朱经纬等人［９］ 提出了一种自适应粒子

群算法求解机械臂逆运动学，以正向运动学方程为

基础，将冗余机械臂逆运动学解问题转化为等效最

小值问题。 张熙峰等人［１０］ 提出了基于遗传算法的

机械臂逆运动学求解，将种群定义为机械臂的关节

角轨迹层面，利用连续性函数来实现算法的初始化

算子、交叉算子和变异算子。 张云峰等人［１１］ 提出了

基于改进 ＱＰＳＯ－ＮＮ（粒子群优化）的冗余机械臂逆

运动学算法，以冗余机械臂末端位姿为输入，利用神

经网络算法求得其逆解。 李梅红［１２］ 提出了一种动



态变步长果绳算法求冗余机械臂逆运动学解，在果

绳算法的基础上，通过适应度值对果绳种群进行动

态规划，此后 ２ 个子群按照不同的公式进行搜索步

长的计算并完成位置更新。 上述智能算法能很好地

求出逆解，但由于中间过程需要搜索、判断、寻优过

程，因此计算量大，导致求解速度较慢。
本文提出了基于几何推导的解析算法，可以快

速完成逆运动学的求解。 根据杆的长度约束可以唯

一地确定出关节移动后的具体位置。 给出了 ２ 种关

节更新策略：关节落在连杆上的方法（方法 ２）和关

节落在连线上的方法（方法 １），仿真分析了 ２ 种方

法的各种特点。

１　 超冗余移动机械臂结构和工作空间分析

１．１　 结构参数介绍

文中的超冗余移动机械臂主要由基座、臂杆、关
节、末端执行器和驱动装置组成，整体结构如图 １
（ａ）所示。 其中，基座装在可移动的平台或者直线

导轨上，与移动基座固接的部分为可伸缩机构，可以

实现基座竖直或水平方向上的移动，规定基座的最

大进给距离为 ６０ ｃｍ，机械臂的连杆共 ９ 节，由 １０ 个

关节相连，单模块由连杆和关节组成，长度为５ ｃｍ，
机械臂总长为 ８０ ｃｍ。 机械臂的目标工作空间为

１００×１００ ｃｍ２的平面，具体连杆参数定义如图 １（ｂ）
所示。
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图 １　 蛇形臂主体结构和连杆参数定义
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　 　 单模块参数定义如下： ｐｉ 为模块 ｉ 的关节位置，
ｌｉ 为模块 ｉ 的连杆长度， θｉ 为模块 ｉ 和前一模块 ｉ － １
的相对转角。
１．２　 末端执行器的可达空间分析

根据机械臂的长度和底座最大进给量，通过正

运动学推导确定出末端执行器的运动区域。 借助拉

丁超立方抽样获得工作空间的采样点，拉丁超立方

取样对样本数量的节省上效果尤为显著，适合冗余

机械臂的工作空间分析［１２］。 首先根据几何关系，推
导各个关节位置关系如下：

ｘｉ ＝ ｘｉ －１ ＋ ｌｉ －１ｃｏｓ θｉ －１， （１）
ｙｉ ＝ ｙｉ －１ ＋ ｌｉ －１ｓｉｎ θｉ －１ ． （２）

　 　 其中， ｐｉ －１（ｘｉ －１，ｙｉ －１） ，ｐｉ（ｘｉ，ｙｉ） 分别表示模块

ｉ － １ 的前后两个关节的位置坐标， θｉ 为连杆 ｉ和连杆

ｉ － １ 的相对转角，通过式（１）、（２）即可迭代求出末端

执行器的平面位置。 在关节角度运动范围内取样点

个数为２ ０００，图 ２ 给出末端执行器的可达运动区域。
其规则有效区域约为 １００×４０ ｃｍ２的平面区域。
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图 ２　 蛇形机械臂可达运动空间

Ｆｉｇ． ２　 Ｗｏｒｋｓｐａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｒｐｅｎｔｉｎｅ ａｒｍ

２　 移动冗余机械臂末端跟随算法设计

本文提出的几何分析方法进行的运动学逆解就

是根据机械臂的目标位置，把该目标点作为机械臂

末端的更新位置，在满足连杆长度的前提下确定前

一时刻关节更新位置，以此类推实现多个关节的位

置更新［１３］。 在该方法中所选择的关节更新策略不

同，就会得到不同的运动轨迹。 下面针对本文所采

用 ２ 种跟踪方法设计实施步骤，拟展开研究详述如

下。
２．１　 方法 １：关节在连线上更新策略

保证后一时刻更新的关节在其前一时刻和移动

后的关节的连线上。 如图 ３ 所示，前一时刻机械臂

的位置为黑色实线，关节更新后的机械臂位置以红

色实线表示。 前一时刻的关节分别为 ｐ１、ｐ２、ｐ３、ｐ４、
ｐ５（ｐ１为基座） ，当末端执行机构 ｐ５ 移动到目标点 ｐｔ

时，后面的关节也依次更新，分别更新为ｐ′
１、ｐ′

２、ｐ′
３、

ｐ′
４、ｐ′

５。
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图 ３　 关节在连线上更新示意图
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　 　 更新准则为：当执行机构 ｐ５ 移动到目标点

ｐ′
５（ｐｔ） 时，ｐ′

４ 落在 ｐ４、ｐ′
５ 的连线上， 后面关节更新依

此类推。 当更新到基座位置时，由于机械臂为移动

机械臂，因此，基座的更新方法为：以相邻关节为圆

心，机械臂长度为半径画圆，与导轨相交处即为基座

的更新位置。 从图 ３ 可以看出圆与导轨相交有 ２ 个

点分别为 ｐ′
１、ｐ″

１。 ｐ１ 的坐标为 （ｘ１，ｙ１），（ｘｉ，ｙｉ） 分别

是ｐ′
１ 和ｐ″

１ 的坐标， 取其距离与 ｐ１ 最近点为基座更新

点。 此处将用到如下数学公式：

Ｄｍｉｎ ＝ （ｘ１ － ｘｉ） ２ ＋ （ｙ１ － ｙｉ） ２ ， （３）
　 　 关节位置的确定以 ｐ′

４ 关节为例：目标点 ｐｔ 和前

一时刻 ｐ４ 位置点已知分别为 （ｘ５，ｙ５） ，（ｘ４，ｙ４）。
　 　 如图 ４ 所示，利用向量之间的关系求解关节点

ｐ′
４ 坐标，已知 ｕ→ ＝ （ｘ４，ｙ４）、ｖ

→ ＝ （ｘ５， ｙ５） 令 ｐ４ ｐ′
５

→ ＝ ｗ→、

ｐ′
４ ｐ′

５
→ ＝ λｗ→，研究推得数学公式可表示为：

ｗ→ ＝ ｖ→ － ｕ→ ＝ （ｘ５ － ｘ４， ｙ５ － ｙ４）， （４）

λｗ→ ＝ λ（ ｖ→ － ｕ→） ＝ λ（ｘ５ － ｘ４，ｙ５ － ｙ４）， （５）
　 　 由于杆长取值为 ５ ｃｍ，则：

λ ‖（ ｖ→ － ｕ→）‖ ＝ ５ 　 λ ∈ （０，１）， （６）
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图 ４　 关节点坐标求解
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　 　 通过式（６）可以求解出 λ 的取值，将 λ 带入式

（５），可以求解出 ｐ′
４ ｐ′

５
→

， 故而推得 ｐ′
４

→
为：

ｐ′
４

→ ＝ ｖ→ － λｗ→． （７）
　 　 通过式（７），即可得到 ｐ′

４ 具体坐标位置。
２．２　 方法 ２：关节在轴线上的更新策略

保证关节落在相应机械臂的轴线上，如图 ５ 所

示，前一时刻机械臂的位置为黑色实线，关节更新后

的机械臂位置以红色实线表示。 前一时刻的关节分

别为 ｐ１、ｐ２、ｐ３、ｐ４、ｐ５（ｐ１ 为基座）， 当末端执行机构

ｐ５ 移动到目标点 ｐｔ 时， 后面的关节也依次更新，分
别更新为 ｐ′

１、ｐ′
２、ｐ′

３、ｐ′
４、ｐ′

５。
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图 ５　 关节在连杆上更新示意图
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　 　 同样，以 ｐ′
４ 为例求更新后关节的具体位置，设

定 ｏｐ４
→ ＝ ｖ→，ｏｐ５

→ ＝ ｕ→，ｐ５ ｐ′
５

→ ＝ α→， ｐ４ｐ５
→ ＝ ｗ→， 则有：

ｐ４ｐ５
→ ＝ ｗ→ ＝ ｕ→ － ｖ→， （８）

　 　 由此推得， ｐ４ ｐ′
５

→ ＝ λｗ→， 因为杆长为 ５ ｃｍ，则：

‖λｗ→ ＋ α→‖ ＝ ｌｅ ＝ ５， （９）
　 　 其中， λ ∈ （０，１） 通过式（９），可以求出 λ 的

值。 则其位置可由下式确定：

ｏ ｐ′
４

→ ＝ ｕ→ － λｗ→． （１０）
　 　 进而，通过式（１０）可以求解出 ｐ′

４ 的坐标。

３　 原理分析及实验比较

３．１　 能耗计算

机械臂关节转动需要消耗关节电机的转动动

能，同时机械臂连杆位置的改变需要克服自身重量

的势能变化，因此机械臂运动过程所消耗的能量包

括重力势能和转动动能。 下面给出理论上机械臂运

动的能量推导过程。 如图 ６ 所示，图中 ｈ１、ｈ２、ｈ３ 分

别对应机械臂的某一连杆的初始位置、方法 ２ 和方

法 １ 更新后位置的重心高度。
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图 ６　 做功原理示意图
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　 　 以末端机械臂为例，第一种方法关节更新位置

为 ｐ″
４， 此时机械臂的重心由 ｆ１ → ｆ３， 第二种方法关

节更新位置为 ｐ′
４， 此时机械臂的重心由 ｆ１ → ｆ２， 该

连杆一步更新后总的做功计算公式为：
ｗ１ ＝ Ｍ ｜ θ１ ｜ ＋ ｍｇΔｈ２ ＝ Ｍ ｜ θ１ ｜ ＋ ｍｇ（ｈ３ － ｈ１），

（１１）
ｗ２ ＝ Ｍ ｜ θ２ ｜ ＋ ｍｇΔｈ１ ＝ Ｍ ｜ θ２ ｜ ＋ ｍｇ（ｈ２ － ｈ１），

（１２）
　 　 由于 ｗ１、ｗ２ 无法解析求解，需要调用数值模拟

计算，通过实验数据来验证 ２ 种方法的能耗结果。
由于机械臂的运动为反复运动，整个过程中重

力做功可以部分抵消，因此这里忽略重力做功。 再

者由于机械臂的各个关节的输出力矩是变化的，在
没有进行动力学分析情况下，采用关节角度改变的

多少间接衡量 ２ 种关节更新策略的优劣。 其定义

为：

Θ ＝ ∫
ｓ ＝ ｌ

ｓ ＝ ０
∑

ｎ

ｉ ＝ １
θｉ ｄｓ． （１３）

　 　 其中， ｌ 为机械臂移动的路程； ｎ 为机械臂关节

个数； ｓ 为机械臂沿着目标轨迹移动的距离；Θ 为完

成运动轨迹过程中，机械臂所有关节角度变化绝对

值的和，该指标能间接地反映出机械臂关节的总的

移动范围和所消耗的能量。
３．２　 实验仿真图

仿真为机械臂在同一平面内走出一个半径为

８ ｃｍ的圆，分别用上述 ２ 种关节更新方法展示执行

效果。 运动跟踪过程分 １０ 跟踪阶段完成。 图 ７ 和

图 ８ 给出轨迹跟踪过程中机械臂在每一阶段下的状

态结果。
　 　 在只要求末端执行器跟踪目标轨迹的前提下，
可以看出方法 １ 的运动轨迹保证了末端关节直接接

近目标，而其余关节的位置则脱离目标轨迹，缩短了

非末端关节的中间移动距离，因此该方法达到总体

上较短的跟踪路径；而方法 ２ 的运动轨迹各个关节

更接近于实际轨迹，前端关节趋向于跟随末端关节

的运动，机械臂的运动轨迹更光滑，机械臂各个关节

相对于前一关节的相对转角变化不大，机械臂整体

的位置的移动距离变大。
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图 ７　 关节在连线上的轨迹跟踪效果
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图 ８　 关节在轴线上轨迹跟踪效果
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　 　 方法 １ 的能量消耗变化详见图 ９。 从图 ９（ａ）可
以看出，随着关节号的增加（关节 １ 与基座相连，关
节 １０ 为末端），关节转动的角度位置显著增加，距
离基座越近，关节运动范围越小。 从图 ９（ｂ）可以看

出，关节转动角度大小随向前的运动距离增加而增

加（ｓｔｅｐ１ 为第一阶段，ｓｔｅｐ１１ 为跟踪的最后阶段）。
通过公式（１３）计算，在运行整个轨迹后，机械臂的

各个关节总的关节转动范围为 ４．１２８ ５ ｒａｄ。
　 　 同时，研究又得到方法 ２ 的能量消耗变化详见

图 １０。 从图 １０（ａ）可以看出，随着关节号的增加，关
节转动的角度位置显著增加，在跟踪最初阶段距离

基座越近，关节只有移动没有转动，例如关节 ２ 是在

第 ９ 步开始转动运动，关节 ４ 是在第 ７ 步开始转动

运动。 当跟踪到稳定阶段，各个关节达到相同的运

１４１第 ６ 期 马影， 等： 超冗余移动机械臂逆运动学快速求解的两种方法比较



动范围。 从图 １０（ｂ）可以看出，每条线表示运动到

该步后，各个关节总的转动范围。 关节转动角度大

小随向前的运动距离增加而增加。 在第 １１ 步，各个

关节的运动范围达到最大。 通过公式（１３）计算，在
运行整个轨迹后，机械臂的各个关节总的关节转动

范围为 １８ｒａｄ，相比方法 １，方法 ２ 的关节总的移动

范围增加。
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图 ９　 方法 １ 的能量消耗图
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　 　 比较图 ９（ａ）和图 １０（ａ）可以看出，采用方法 １
在跟踪的每一阶段，各个关节都在运动，距离基座近

的关节运动幅度小。 采用方法 ２ 时，初始是部分关

节转动，距离基座近的关节只有平移。 当跟踪到稳

定阶段，各个关节达到相同的运动范围，可以看出各

个关节的末端跟随的效应。 比较图 ９（ ｂ）和图 １０
（ｂ）的同一运动阶段具有可比性，例如在共同跟踪

最后阶段的 ｓｔｅｐ１１ 可以看出，方法 １ 的各个关节角

度移动范围依次减小，而方法 ２ 的各个关节角度移

动范围基本相等。
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图 １０　 方法 ２ 的能量消耗图

Ｆｉｇ． １０　 Ｅｎｅｒｇｙ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ ｏｆ ｍｅｔｈｏｄ ２

　 　 综上所述，可知方法 １ 具有关节移动范围小，移
动距离短的特点。 方法 ２ 各个关节都具有相似的运

动轨迹，其末端跟随效果更好。

４　 结束语

本文给出基于几何方法的超冗余机械臂逆运动

学快速求解算法，并分析了 ２ 种关节位置更新策略

的能耗。 在本研究中，方法 １ 为“关节在连线上”，
方法 ２ 为“关节在轴线上”。 通过控制末端跟随同

一目标运动，从能耗和运动平稳性两个角度来比较

２ 种几何方法的优劣。 在此基础上，进一步分析后

可知，２ 种方法都可以实现超冗余度机器人逆运动

学的快速求解，实际应用中可根据任务要求选择相

应的关节更新策略。
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