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不确定图最小生成树算法

张安珍， 李建中

（哈尔滨工业大学 计算机科学与技术学院， 哈尔滨 １５０００１）

摘　 要： 很多领域产生的大量数据都可以很自然地用不确定图模型表示和描述，如蛋白质交互网络、社交网络、无线传感器网

络等。 本文研究不确定图上最可靠的最小生成树问题，该问题具有广泛的应用价值和研究意义。 精确地求解算法需要枚举

所有可能的最小生成树并找出其中出现次数最多的那个。 因此，枚举开销随着边数增多呈指数增长，当图规模较大时并不可

行。 为此本文提出了一个时间复杂度为 Ｏ（ｄ Ｖ ２） 的启发式贪心算法，其中 ｄ 为最大的顶点度数， Ｖ 为顶点数。 实验结果

表明，该算法具有较好的效率和较高扩展性。
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０　 引　 言

近年来，很多领域产生的大量数据可以利用图

模型表示。 由于测量数据的工具不精确、数据本身

性质等多方面原因导致图数据普遍存在不确定

性［１］，如蛋白质交互网络（ＰＰＩ）、社交网络、无线传

感器网络等，将不确定性融入到图中得到不确定图。
确定图上的最小生成树问题具有十分重要的实

际意义。 在连通图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ） 中， Ｅ 中每条边有对

应的权值，图 Ｇ 的一棵生成树是连接 Ｖ 中所有顶点

的一棵树，生成树中所有边的权值总和称为生成树

的代价，使这个代价最小的生成树称为图 Ｇ 的最小

生成树（Ｍｉｎｉｍｕｍ Ｓｐａｎｎｉｎｇ Ｔｒｅｅ，ＭＳＴ） ［２－３］。 很多实

际应用问题可以通过求解最小生成树得到很好的解

决。 例如，道路规划问题，可将各个城镇作为图的顶

点，城镇之间的道路作为边，每条道路的修建代价作

为边上的权值，在该图上求最小生成树可以得到修

建代价最少的修路方案。 如，在无线传感器网络中，

由于传感器节点间的通信链路存在一定的干扰，每
条链路存在一定的失效风险，因此其拓扑结构可以

很自然地建模为不确定图。 顶点表示各传感器节

点，边表示可能存在的通信链路，边的权值由距离决

定，边的存在概率表示该链路正常工作的可能性大

小。 在该图上求解最可靠的最小生成树非常重要，
其上的边集即链路集合是最稳定可靠的连通路径，
利用该生成树可以优化路由选路过程，用最少的代

价完成全部节点间通信的同时，保证了网络通信的

可靠性与稳定性。
不确定图是边带有概率的特殊加权图，边的概

率表示该边存在的可能性大小。 因此不确定图有多

种可能的存在形式，每一个存在形式称为蕴含子

图［４］，蕴含子图是一个以一定概率确定存在的加权

图，由此可知每个连通的蕴含子图上都有至少一棵

最小生成树，这些最小生成树构成了不确定图的最

小生成树集合。
本文研究不确定图上最可靠的最小生成树问



题，即求解最小生成树集合中出现次数最多的最小

生成树，记为ＭＳＴｍａｘ 。 精确的求解ＭＳＴｍａｘ 需要枚举

所有连通的蕴含子图，并在其上计算最小生成树，在
得到的最小生成树集合中选取出现次数最多的即为

ＭＳＴｍａｘ 。 然而枚举所有蕴含子图需要 Ｏ（２ Ｅ ） 的

时间开销，其中 Ｅ 表示不确定图上的边集大小，
在实际应用中图规模往往较大，精确算法并不可行。
为此，本文提出了一个时间复杂度为 Ｏ（ｄ Ｖ ２） 的

启发式贪心算法近似求解 ＭＳＴｍａｘ，其中 ｄ 表示顶点

的最大度数， Ｖ 表示顶点大小，通过实验结果分

析，发现该算法能够在大多数情况下找到 ＭＳＴｍａｘ。

１　 问题定义

本节介绍一种不确定图模型，并形式化描述不

确定图上的最可靠的最小生成树问题。
１．１　 不确定图模型

不确定图是一个四元组 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ，Ｐ，Ｗ），其中

Ｖ 是顶点集，Ｅ 为边集，Ｐ 是边的存在概率函数，即 Ｅ
到（０，１］ 的映射，Ｐ（ｅ） 表示边 ｅ存在的概率，Ｗ为权

重函数，定义了每条边的权值大小。 由于边的不确

定性导致不确定图具有多种存在形式，每种确定的

存在形式称之为蕴含子图，也称为可能世界。 所有

的蕴含子图构成不确定图所蕴含的确定图集合，记
为 Ｉｍｐ（Ｇ）。 对于 ｇ ∈ Ｉｍｐ（Ｇ），称之为 Ｇ 蕴含 ｇ，记
作 Ｇ⇒ｇ， 假定所有边相互独立，蕴含概率 Ｐ（Ｇ⇒ｇ）
等于所有 ｇ 中的边的存在概率与不在 ｇ 中的边不存

在概率之积，如公式（１） 所示。

Ｐ Ｇ⇒ｇ( ) ＝ ∏
ｅ∈Ｅｇ

ｐ（ｅ）· ∏
ｅ∈Ｅ ＼Ｅｇ

（１ － ｐ ｅ( ) ） ． （１）

下面通过一个简单的例子来说明蕴含子图及其

存在概率的含义。
例 １　 如图 １（ａ）所示，图Ｇ是包含３个顶点和３

条边的不确定图，每条边存在与否决定了图 Ｇ 共有

２３ ＝ ８个蕴含子图，每个子图的存在概率由公式（１）
计 算 得 到。 以 图 １ （ ｂ ） 中 的 子 图 ｇ２ 为 例，
Ｐ Ｇ⇒ｇ２( ) ＝ ０．４ × １ － ０．９( ) × １ － ０．７( ) ＝ ０．０１２，其
它子图的存在概率计算与之类似，结果如图 １（ｂ） 所

示。
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图 １　 不确定图 Ｇ 及其蕴含子图

Ｆｉｇ． １　 Ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｇｒａｐｈ Ｇ ａｎｄ Ｉｍｐ（Ｇ）

１．２　 最可靠的最小生成树

最可靠的最小生成树 ＭＳＴｍａｘ 是最小生成树集

合中出现次数最多的，也就是存在概率最大的最小

生成树，代表了不确定图上最稳定可靠的连通结构，
具有广泛的应用价值。 最小生成树 ＭＳＴｉ 的存在概

率 Ｐ ＭＳＴｉ( ) 由其所在的蕴含子图的存在概率决定，
等于所有以 ＭＳＴｉ 为其上最小生成树的蕴含子图的

存在概率之和， Ｐ（ＭＳＴｍａｘ） 是最小生成树集合中存

在概率最大的， ＭＳＴｍａｘ 的形式化定义如图 ２ 所示。

ＭＳＴｍａｘ ＝ ａｒｇｍａｘ｛Ｐ ＭＳＴｉ( ) ＝ ∑ ｇ∈Ｉｍｐ（Ｇ）
Ｐ Ｇ⇒ｇ( ) Ｉ１（ｇ）｝，

（２）
其中， Ｉ１ 是指示函数，表明 ＭＳＴｉ 是否是 ｇ 上的

最小生成树。

Ｉ１ ＝
１，　 ＭＳＴｉ 是 ｇ 的最小生成树

０，　 ＭＳＴｉ 不是 ｇ 的最小生成树，{ （３）

　 　 下面通过例 ２ 求图 １（ ａ）中不确定图 Ｇ 上的

ＭＳＴｍａｘ 来说明公式（３）的含义。
例 ２　 图 Ｇ 有 ８ 个蕴含子图如图 １（ｂ）所示，只

有 ４ 个是连通的，分别是 ｇ５、ｇ６、ｇ７ 和 ｇ８，分别求其

上的最小生成树，其中 ｇ８ 上的最小生成树和 ｇ６ 相

同。 因此共有 ３ 个不同的最小生成树，如图 ２ 所示，
分别是ＭＳＴ１、ＭＳＴ２ 和ＭＳＴ３。 这 ３ 棵生成树的存在

概 率 依 次 为 Ｐ ＭＳＴ１( ) ＝ Ｐ Ｇ⇒ｇ５( ) ＝ ０．１０８，
Ｐ ＭＳＴ２( ) ＝ Ｐ Ｇ⇒ｇ６( ) ＋ Ｐ Ｇ⇒ｇ８( ) ＝ ０．０２８ ＋ ０．２５２ ＝
０．２８，Ｐ ＭＳＴ３( ) ＝ Ｐ Ｇ⇒ｇ７( ) ＝ ０．３７８。
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图 ２　 三个不同的最小生成树
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　 　 ＭＳＴｍａｘ 是最小生成树集合中存在概率最大的

那棵，即 ＭＳＴ３ ， ＭＳＴｍａｘ ＝ ｛ＡＣ，ＢＣ｝ ， Ｐ ＭＳＴｍａｘ( ) ＝
Ｐ ＭＳＴ３( ) ＝ ０．３７８，利用 ＭＳＴ 表示最小生成树的

代价，则 ＭＳＴｍａｘ ＝ ＭＳＴ３ ＝ ７。
　 　 由 ＭＳＴｍａｘ 的定义可知，一种直观的求解算法是

枚举所有蕴含子图 ｇ， 并在 ｇ 上求最小生成树得到

一个最小生成树集合，求集合中存在概率最大的最

小生成树。 然而该算法在实践上并不可行，图 Ｇ 共

有 ２ Ｅ 个蕴含子图，枚举代价随边数增多呈指数增

长，当图规模较大时，算法效率十分不理想。 因此本

文提出一种启发式的贪心算法近似求解 ＭＳＴｍａｘ， 时

间复杂度为 Ｏ（ｄ２ Ｖ ２）， 相对于枚举法性能大大提

高，实验结果表明该算法在通常情况下能够得到

ＭＳＴｍａｘ。

２　 贪心算法求最可靠最小生成树

启发式贪心策略近似求解不确定图上最可靠的

最小生成树，在 ２．１ 节给出算法的详细描述，而后在

２．２ 节分析贪心算法的运行时间。
２．１　 算法描述

给定连通不确定图 Ｇ ＝ Ｖ，Ｅ，Ｐ，Ｗ( ) ， 求解其上

ＭＳＴｍａｘ 的算法思想与 Ｐｒｉｍ 算法求解确定图上最小

生成树类似， 维持一棵树 Ａ，树 Ａ 从任意根顶点 ｒ 开
始形成，并逐渐生成，直至树 Ａ 覆盖了 Ｖ 中的所有顶

点，每一次，一条连接树 Ａ 与 ＧＡ ＝ （Ｖ，Ａ） 中某孤立

顶点的概率最大的轻边被加入到树 Ａ 中，其中轻边

是指权值最小的边，下面给出概率最大轻边的定

义。
定义 １ 　 概率最大的轻边 （ Ｌｉｇｈｔ Ｅｄｇｅ ｗｉｔｈ

Ｍａｘｉｍｕｍ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ，ＬＥＭＰ）． 将所有连接树 Ａ 与森

林 ＧＡ ＝（Ｖ，Ａ） 中某孤立顶点的边加入队列 Ｓ 中，按
公式（４） 计算其加入到树 Ａ 中的概率，其中概率值

最大的边即为 ＬＥＭＰ。
将队列 Ｓ 中的边按权值非降序排列，ｐｉ 表示位

于排序队列中第 ｉ条边的存在概率，１ ≤ ｉ≤｜ Ｓ ｜ ，则
第 ｉ 条边作为概率最大的轻边（ＬＥＭＰ） 加入到树 Ａ
中的概率Ｐ ｉ 为：

Ｐ ｉ ＝ （∏
ｉ －ｎｉ－１

ｊ ＝ １
（１ － ｐ ｊ））·ｐｉ ． （４）

　 　 其中， ｎｉ 表示队列中所有与第 ｉ 条边权值相等，
但位置排在其前面的边的个数， ０ ≤ ｎｉ ≤ ｉ － １。 下

面举例说明公式（４）。
例 ３　 假设 Ｇ 中所有与 Ａ中顶点直接相连但不

在Ａ中的边有｛ｅ１，ｅ２，ｅ３｝，将其加入队列 Ｓ，按照权值

升序排列，假设ｗ１ ＜ ｗ２ ＝ ｗ３，则这 ３条边加入到树 Ａ
中的概率依次为：ｐ１， １ － ｐ１( )·ｐ２，（１ － ｐ１）·ｐ３。

直观地讲， ｅ１ 具有最小权重值 ｗ１， 故其作为轻

边加入树 Ａ 的概率就是其自身的存在概率 ｐ１； 对于

ｅ２，由于其的权值 ｗ２ 大于 ｅ１ 的权值 ｗ１， 所以只有在

ｅ１ 不存在的情况下， ｅ２ 才能作为轻边加入到 Ａ中，概
率为 ｅ１ 不存在的概率乘以 ｅ２ 存在的概率， 即

１ － ｐ１( )·ｐ２ ；对于 ｅ３， 由于 ｅ３ 的权值 ｗ３ 和 ｅ２ 的权

值 ｗ２ 相等，则其加入到 Ａ 的概率与 ｅ２ 存在与否无

关，概率等于 ｅ１ 不存在的概率乘以 ｅ３ 存在的概率，
即 （１ － ｐ１）·ｐ３。

下面给出具体的算法描述，见算法 １。 实现时，
采用插入排序法排序队列 Ｓ， 因为每次添加新边之

前， Ｓ 中已有的边是按权值升序排列的，只需要将新

加入的边插入到已经排好序的队列中即可，这样减

少了全部边重新排序的时间开销。
　 　 算法 １　 最可靠的最小生成树算法．

输入：不确定图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ，Ｐ，Ｗ）。
输出：最可靠的最小生成树 ＭＳＴ＿ｍａｘ 的边集 Ａ
（１） ＭＳＴ＿Ｖ ＝ ｛ ｒ｝； Ａ ＝ ϕ； Ｓ ＝ ϕ
（２） 将所有与 ｒ 相连的边添加到队列 Ｓ 中

（３） ＷＨＩＬＥ ｜ ＭＳＴ＿Ｖ ｜ ＜ ｜ Ｖ ｜ ＤＯ
（４） 将 Ｓ 中的边按照权值升序排列

（５） 按照公式（４）计算 Ｓ 中每条边加入 Ａ 的概

率值

（６） 利用最大堆 Ｈ 求概率最大的边，记为（ｕ，
ｖ）

（７） 将 （ｕ，ｖ） 加入 Ａ 中，将不在 ＭＳＴ＿Ｖ 中的顶

点

（８） 假设是 ｖ，加入到 ＭＳＴ＿Ｖ 中

（９） 删除 Ｓ 中所有与 ｖ 相连的边

（１０） 将Ｇ中所有与 ｖ相连但另一端的顶点不在

ＭＳＴ＿Ｖ 中的边加入到 Ｓ 中

（１１）ＥＮＤ ＷＨＩＬＥ
２．２　 算法的分析

下面分析最坏情况下算法的运行时间。 将图 Ｇ
中最大顶点度数记作 ｄ，１ ≤ ｄ ≤｜ Ｖ － １ ｜ ，第 ｉ 次迭

代时队列Ｓｉ 的长度记为 Ｓｉ ， 则有如下关系成立：
Ｓ１ ≤ ｄ，ｉ ＝ ０，

Ｓｉ ＋１ ≤ Ｓｉ － １( ) ＋ ｄ － １( ) ，ｉ ≥ １．{ （５）

第一次迭代时， Ａ中只有一个顶点 ｒ，将 ｒ的邻边

加入到Ｓ１ 中，最多加入 ｄ条边；第 ｉ ＋ １次迭代时，Ｓｉ ＋１

中的边由Ｓｉ 去掉包含新顶点 ｖ的边后，再并上 Ｇ 中 ｖ
的邻边中另外一端不在 Ａ 中的边，其中Ｓｉ 最少去掉
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一条边｛ｕ，ｖ｝，Ｇ 中 ｖ 的邻边集合最多加入 ｄ － １ 条

边，即除了｛ｕ，ｖ｝ 以外的全部邻边，故 Ｓｉ ＋１ 满足式

（５）。 由公式（５） 经过等差数列求通项得到 Ｓｉ £

ｄ － ２( ) ｉ ＋ ２ ＝ Ｏ（ｄｉ）。
接下 来 分 析 ｗｈｉｌｅ 循 环， 迭 代 总 共 执 行 了

Ｖ 次，在第 ｉ 次迭代时 Ｓｉ ＝ Ｏ（ｄｉ）； 第 ３ 步排序

Ｓｉ 采用插入排序，最坏情况即新加入队列 Ｓｉ 中的边

的权值都小于 Ｓｉ －１ 中的边，此时需要比较的次数为

Ｏ Ｓｉ －１ × ｄ( ) ＝ Ｏ（ｄ２ ｉ）； 第 ４ 步利用最大堆求 Ｐ 值

最大的边需要 ｌｇ Ｓｉ ＝ Ｏ（ ｌｇｄｉ）； 第 ５ 步将新边 ｛ｕ，
ｖ｝ 加入 Ａ 中需要 Ｏ（１） 时间；第 ６ 步删除操作需要

扫描一遍队列，故需要 Ｏ Ｓｉ( ) ＝ Ｏ（ｄｉ） 时间；第 ７
步加入新边，最多添加 ｄ － １条，故需要 Ｏ（ｄ） 时间，

总的 运 行 时 间 Ｔ ｎ( ) ＝ ∑
Ｖ

ｉ ＝ １
（Ｏ ｄ２ ｉ( ) ＋ Ｏ ｌｇｄｉ( ) ＋

Ｏ １( ) ＋ Ｏ ｄｉ( ) ＋ Ｏ ｄ( ) ） ＝ Ｏ（ｄ２ Ｖ ２）， 可见算法的

运行时间主要由顶点数和最大顶点度数决定。

３　 实验验证

３．１　 实验环境及实验数据

为了验证启发式贪心算法的效率以及有效性，
分别在合成数据集和人造数据集上进行测试。 采用

Ｃ＋＋编程，实验环境为 ＰＣ 机，英特尔（Ｒ）酷睿 ２ 双

核 ２．４ ＧＨｚ ＣＰＵ 和 ２ ＧＢ 的主内存，运行系统为

Ｕｂｕｔｕ １２．０４。 ＭａｐＲｅｄｕｃｅ 算法在完全分布式环境下

测试，Ｈａｄｏｏｐ 版本为 ２．６．０，实验环境为 ３ 台 ＰＣ 机，
配置为英特尔（Ｒ）酷睿 ＴＭ 四核 ３．４ ＧＨｚ ＣＰＵ 和

３２ＧＢ 内存。
实验中的合成数据集是在真实不确定图数据

上，随机标注权值得到，权值取 ０ ～ １００ 之间的整数。
使用文献［６］提供的 ２ 个真实的不确定图数据集，
Ｎａｔｕｒｅ 是蛋白质交互网络，Ｆｌｉｃｋｒ 是一个社交网络，
图规模及连通性见表 １，其中 Ｎ（ＭＳＴ）表示 ＭＳＦｍａｘ

中包含的连通分支数目。
表 １　 合成数据集

Ｔａｂ． １　 Ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ｄａｔａ ｓｅｔ

不确定图 图规模（Ｖ，Ｅ） 连通 Ｎ（ＭＳＴ）

Ｎａｔｕｒｅ （２ ７０８，７ １２３） 否 ６３

Ｆｌｉｃｋｒ （２１ ５９４，１０８ ２５８） 否 １ ７３２

　 　 人造数据集采用随机生成一些不确定图，顶点

之间的边及边上的权值和概率都随机生成，权值取

０～１００ 之间的整数，概率取值 ０．００ ～ ０．９９ 之间的两

位有效小数。 在人造数据集 １ 中，控制顶点的平均

度数 ｄ＇ 相同，都为 １．２３，顶点大小从 １ｋ 递增到 １０ｋ，

每次递增 １ｋ；在人造数据集 ２ 中，控制顶点大小一

定，都为 １ｋ，平均度数取 ３～７．５，每次递增 ０．５。 人造

数据集 ３ 是一个小规模图集合，顶点大小从 １０ 递增

至 ５０，平均度数都为 ３。
３．２　 实验结果

贪心算法在求 ＭＳＴｍａｘ 时，如果图不连通，则求

最可靠的最小生成森林 ＭＳＦｍａｘ。 具体来说，当算法

求得一棵生成树 Ａ 时，若 Ａ 中顶点数小于图 Ｇ 的顶

点数 ｜ Ｖ ｜ ，则将Ａ加入到ＭＳＦｍａｘ 中，同时随机选取一

个不在 Ａ 中的顶点作为新的根节点，生成另外一棵

生成树，直至ＭＳＦｍａｘ 覆盖所有 Ｇ 中的全部顶点。
首先测试贪心算法在不同图规模下的性能表

现。 在合成数据集 Ｎａｔｕｒｅ 和 Ｆｌｉｃｋｒ 上，逐步抽取其

上的子图进行测试，子图大小为原图的 １０％ ～
１００％，运行时间随顶点大小的变化如图 ３ 所示。 实

验结果表明运行时间随顶点数 Ｖ 的增加大致呈

抛物线增长趋势，与上一节分析的算法运行时间

Ｏ（ｄ２ Ｖ ２） 一致，另外在 Ｆｌｉｃｋｒ 数据集上，图规模为

（１７ ２７３， １０２ ３５６ ） 时 的 运 行 时 间 比 图 规 模 为

（１５ １１３，９７ ７４３）反而少，这是因为（１７ ２７３，１０２ ３５６）的
平均度数 ｄ＇ 为 ５．９，比（１５ １１３，９７ ７４３）上的平均度

数 ６．４ 小，接下来测试平均顶点度数对运行时间的

影响。
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图 ３　 不同顶点数 ｜Ｖ ｜下的运行时间
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　 　 在人造数据集 １ 中，顶点平均度数 ｄ＇ 一定，都
为 １．２３，在其上运行贪心算法，测试顶点大小对运行

时间的影响，结果如图 ４（ａ）所示。 在人造数据集 ２
上，顶点大小固定，都为 １ｋ，边的大小从 ３ｋ 递增到

７．５ｋ，即顶点平均度数取 ３～７．５，运行结果如图 ４（ｂ）
所示。
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图 ４　 平均度数 ｄ＇ 对运行时间影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｘｅｃｕｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄ＇

　 　 由图 ４（ａ）分析可知， 当平均顶点度数 ｄ＇ 一定

时，算法的运行时间随 Ｖ 的增大呈抛物线增长趋

势，并且期间没有异常点出现。 图 ４（ｂ）中的实验结

果表明，当顶点数一定时，运行时间随平均度数 ｄ＇

增加而呈线性增长。
若要验证贪心算法得到的最小生成树与精确解

得到的最小生成树是否一致，需要枚举所有可能的

最小生成树，枚举代价非常大，为 Ｏ（２ Ｅ ）， 这为验

证工作增加了很大困难，因此需要设计一个随机算

法用来对比实验结果。
　 　 随机算法每次向树 Ａ 中随机添加队列 Ｓ 中的一

条边，由于最小生成树的存在概率等于每次迭代时

加入 Ａ中边的概率 Ｐ累乘，当图规模太大时，最小生

成树的概率 Ｐ很小，为了方便实验数据对比，取其对

数得到 ｌｏｇ Ｐ 从而将其放大，由于 ｌｏｇ 函数具有单调

递增性，所以不会影响实验对比结果。 在人造数据

集 ３ 小图上进行实验，随机算法执行 ３ 次，实验结果

如图 ５ 所示。
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图 ５　 ２ 种算法运行结果比较

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

　 　 由图 ５ 上的结果可见，随着顶点数增多，贪心算

法求出的最小生成树的概率比 ３ 次随机算法求得的

最小生成树概率大很多，并且权值更小，这在很大程

度上说明了贪心算法求出的 ＭＳＴｍａｘ 是精确解的一

个很好的近似。

４　 结束语

本文研究了不确定图上最可靠的最小生成树问

题。 最可靠的最小生成树代表了不确定图上最稳定

的连通分支，具有广泛的应用价值。 精确求解算法

的时间开销非常大，因此本文给出一个多项式时间

的启发式贪心算法，实验结果表明该算法在大多数

情况下能够得到最优解。
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